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Summary
First, we briefly review some allempls to deal with non monolonic

inference. Then, we discuss two non monotonic logics proposed by Gabbay in
‘[2). We show that one of Gabbay’s concepts of non monotonic inference is
nonetheless monotone and we suggest some sustable corrections. Then we
ezamine a second concepl of non monotonic snference and provide an
adequate semantics for a fragmeni of ils underlying monotonic calculus.

Una caratteristica specifica del consueto concetto di deduzione & la
monolonia, la proprieta secondo la quale ogni conclusione che segue da un
insieme B di premesse, segue anche da ogni insieme di premesse che
contiene B. Infatti, i sistemi logici tradizionali si basano sull’assunto che
nessuna conseguenza di un insieme di assiomi pud essere sconfessata da un
sovrainsieme di questi. Ma se il compito della logica ¢ quello di indagare
sulla struttura dei discorsi razionali sufficientemente organizzati, é evidente
che la monotonia dei sistemi logici abituali, rappresenti una forte
idealizzazione rispetto ai processi inferenziali reali. In molti ambiti, come per
esempio nella percezione, la causalita o nei ragionamenti comuni, il soggetto
spesso non ¢ in grado di acquisire informazioni sufficienti per inferire
mediante regole logiche delle conclusioni assolulamente corrette,
Ciononostante, egli trae delle conclusioni in base al “modello piu semplice”
dei fatti ottenibile in un dato momento, accettando che eventuali
informazioni aggiuntive possano invalidare le sue convinzioni precedenti.
Poiché un concetto deduttivo adeguato a tali ragionamenti dovra violare il
principio della monotonia, le logiche non monolone sono state
frequentemente identificate con le logiche delle informazioni incomplete ossia
con le logiche delle correzioni a cui sono scttoposte le convinzioni fondate.
In realta, le logiche non monotone sono pertinenti in tanti casi: la teoria
délle database, i ragionamenti autoepistemici, il “‘frame problem” e in
generale tutti i problemi di pianificazione. Cosicche, se per situazione
scienlifica si intende una situazione in cui le regole non ammettono eccezioni
o se ammesse, queste sono conosciute e quantificate, allora possiamo dire
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¢ le logiche non monotone sono applicabili a tutie le situazioni che Titti non é un pinguino,
ntifiche non sono, perché sono aperie al gioco delle possibili interferenze allora
a quello degli eventuali imprevisti. 5 — Titti pud volare.
La logica tradizionale, proprio perché monotona, non ha potuto offrire

molti suggerimenti sul come definire e trattare un concetto di deduzione non Posto che MA significhi “A & coerente”, il passaggio dal rigo 3 al rigo 4 ¢
monotono; malgrade cié, alcuni studiosi hanno tentato di formalizzare i dovuto all’applicazione di una regola
ragionamenti non meonotoni ¢ nella prima parte di quesio lavoro
esamineremo brevemente due approcci, dovuti rispettivamente a Reiter ([6]) T A
e Mc Dermoit e Doyle ([4, 5]). Successivamente, analizzeremo alire due
proposte di Gabbay ([2});..entrambe basate su una logica intuizionista con

modalitd, unaria nel primo calcolo, U, e binaria nel secondo calcolo, ‘)‘l.‘*’:‘\

- (RNM)
T |— M—=A

imostireremo inoltre che il proposto concetlo di infere ; )
D inferenza nom monolon : i i i
° la quale se aggiunta ad un sistema monotono S determina la versione non

basatl i indi . . . .
asaie su fL, ¢ malgrado tutto monotono per cui indicheremo quelle che monotona di S. Come si pué vedere dall’esempio, il ruolo di RNM ¢, in
sembrano essere le necessarie correzioni. Infine definiremo una semantica sostanza, quello di permettere la deduzione di enunciati la cui plausibilita

formale per il frammento proposizionale classico del calcolo ausiliare y. La djpfinde: dall'assenza di informazioni che costringerebbero ad asserire il loro
) . contrario.
dfmostrazxone del re}ativo teorema di completezza costituira invece, Poggetto Tra le formalizzazioni pid interessanti che usano RNM o una qualche
di un lavoro successivo. sua formulazione analoga, vi sono quelle dovate a Mc Dermott e Reiter (cfr.
[4], [5], [6]) e sebbene vi siano delle notevoli somiglianze formali {ra le due
proposte, l'interpretazione data alla non monotonia risulia essere diversa.
1 — Le logiche non monotone ~ L’idea di Mc Dermott & di considerare il concetto di coerenza coinvolio in
Prima di entrare nel merito, ¢ forse opportuno analizzare un esempio RNM, come una modalitd caratterizzata da alcuni sistemi classici modali ben
classico di ragionamento mon monotono. Consideriamo la seguente teoria ~ noti. Reiter invece, si muove all'interno della logica classica non modale e
assiomatica T: da una interpretazione metateorica del concetto di coerenza, per cui RNM
t,) quasi tutti gli uccelli possono volare; diventa una sorta di metaregola che indica quali sono i possibili
t,) i pinguini sono uccell; ‘ compltetamenti 'coerenti di una data teoria. In alt'ri. termm'i, la'regola 'th\IM
t)) i pinguini, non 26 volare: é da intendersi, secondo Reiter, come una prescrizione sulle aziomi legittime
A I ! da intraprendere nello spazio delle teorie, mentre secondo Mc Dermott, &
t,) Titti ¢ un uccello. una genuina regola di inferenza interna alle teorie che permette di inferire
gli enunciati compatibili con certe premesse.
e chiediamo se sia un teorema di T la proposizione: Una prima analisi deduttiva formale rivela che entrambe le proposte si
debbono confrontare con la medesima difficolta: la definizione stessa di
(1) Titti pud volare RNM é circolare. Infatti se per deducibilitid si intende deducibiiita a partire
) da assiomi e regole, allora definire una regola in termini del concetto stesso
Chiaramente non é possibile derivare (1) in T; tuttavia, Pintuizione ci dice di deducibilita costituisce ovviamente un procedimento circolare. Nella logica
che in assenza di informazioni contrarie, (1) é una ragionevole conseguenza standard (monotona) la circolarita presente nella definizione delle regole non
di T. Infatti, la plausibilita intuitiva di (1) rispetto a T, si giustifica col & problematica perché le regole di inferenze monotone somo sempre
seguente ragionamento: se _ permissive rispetto agli assiomi: sono della forma “B ¢ un teorema se A,

.., A_ sono deducibili”. Le regole non monotone sono invece restritisve sugli
o
assiomi perché sono delle forma: "B é un teorema se A,,..,A  non sono

deducibili”, dove “non sono deducibili’” non significa che finora non sono
state dedotte A,,..,A , ma che risulta impossibile dedurre queste stesse

é cogmnte con le informazioni che abbiamo assumere che ‘ formule. In definitiva, P'applicazione di una regola monotona richiede una

quasi tutti gli uccelli possono volare,
Titti ¢ un uccello,

T }+ Titti é un pinguino,
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verifica su un numero finito di applicazioni precedenti delle regole
appartenenti al calcolo, mentre l'applicazione di una regola non monotona
presume che si abbia la possibilita di conoscere Pinlera classe dei non
feoremi. La soluzione adottata sia da Mc Dermott che da Reiter ¢ quella di
considerare RNM, non come una regola vera g’ propria, ma piuttosio come
una condizione rispetto a cui chiudere un  insieme opportuno di formule.
Cosi facendo essi rinunciano al concetto iterativo, dinamico di dimostrazione
(mediante assiomi e regole) e ripiegano su un concetto statico di derivabilita
non monotona dato come appartenenza ad uno o pit insiemi particolari di
formule detti punii fissi. (eslensioni). Precisamente, si dice che X & un

punto fisso non monolone di une iecoric T se X é un insieme di formule’

chiuso rispettc alle g{eduzioni in T e alla condizione espressa da RNM
(contiene tutie le formule M—A con A¢X). Intuitivamente, un punto fisso

non monotono di una teoria T rappresenta un insieme di convinzioni
fondate su T, coerenti ¢ non monotonicamente massimale nel senso che
tutte le conclusioni compatibili possibili sono gia state tratte.

Il problema & che non ¢ facile usare questo concetto di deducibilita
non monotona per definire un sistema logico appropriato. Poiché una feoria
assiomatica T potrebbe avere mnessumo o pig punti fissi, & possibile
individuare in pit modi la classe dei teoremi non monotoni di T. E nel caso
di pid punti fissi, le opzioni sono almenc due: o si ammette un concetto
non, deterministico di teorema non monotono e alla molteplicita dei punti
fissi corrisponde la molteplicita di insiemi alternativi di teoremi (Reiter),
oppure si ripristina il concetto deterministico di teorema e si prende
Iintersezione di tutti i punti fissi di una teoria T come Dinsieme dei
teoremi non monotoni di T (Mc Dermott e Doyle). Quest’ultima soluzione
perd, comporta dei problemi notevoli {per esempio la versione non monotona
di S5 ¢ deduttivamente equivalente allo stesso S5, (cfr. [6]), il principale dei
quali & che lintersezione di punti fissi non & quasi mai un punto fisso per
cui P'insieme dei teoremi non monotoni non & chiuso rispetio alla condizione
espressa da RNM.

Un altro approccio alla non monotonia, estremamente interessante ma
radicalmente diverso dalle proposte esaminate sopra, é descritto in [3]. La
motivazione esplicita di Gabbay ¢ quella di eliminare alcuni aspetti
anti—intuitivi delle logiche non monotone di Mc Dermott e Doyle, basando
Papparato deduttivo non monotono sulla logica intuizionista anziché su
quella classica. Ma la novita pit rilevante di questo lavoro, a mic avviso,
non riguarda tanto la scelta della logica base quanto la soluzione data al
problema della circolarita della definizione di RNM. La proposta di Gabbay
¢ di separare nettamente il discorso sulla nmon derivabilita (premessa di
RNM) da quello sulla deducibilitd non monotona (mediante RNM). Egli
presenta due concetti deduttivi distinti: il primo intuizionista, modale,
monolono & ausiliare per la definizione di un secondo concetto non
monotono vero e proprio. Per chiarire [lintento di Gabbay, possiamo
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ricorrere alla seguente immagine: siano r, e 1, due robot; r; & cauto,
orgoglioso e pertanto non tollera di essere contraddetto mentre r, ¢

coraggioso, amante dei rischi (seppure calcolati) ma sa riconoscere con
naturalezza i propri sbagli; i due lavorano in tandem: se r, sa che certe

informazioni X sono compatibili con A e se su questa base egli ¢ in grado

di derivare (monotonicamente) B, aliora r, fidandosi di r,, azzarda una

conclusione, derivando (non monotonicamente} B a partire dal ' soi:} é
Supponiamo, ora, che r, ottenga successivamente delle informazioni A’ che

risultino incompatibili con X e che B non sia deducibile a partire da AUA’;

1, non é costreito a rimangiarsi le parolza perché ha solo eseguito la

‘deduzione:
A ; X é compatibile
B

che vale ancora se ad A si aggiunge A’ (le premesse sono  ora
contraddittorie). D’altra parte, la conoscenza successiva di A’ convince r,

dell’irragionevolezza di X (X & incompatibile con AUA’) per cui r, non pud

derivare (non monotonicamente) B a partire da AUA’; cosi solo 1, ¢

costretto a rivedere una conclusione acquisita in precedenza.' ' ‘

In questo modo, Gabbay & in grado di ’ev1tare il ricorso
apparentemente obbligato ai punti ?issi e di delineare un sistema
dimostrativo non monotono vero e proprio.

2 — Tl concetto di inferenza non monotono basato su u

I linguaggio del calcolo intuizionista modale monotono (i contiene i

soliti connettivi proposizionali, i quantificatori e un unico operatore modale
e s . .
monadico M (da interpretare intuitivamente come ‘“coerente”). Gli assiomi

di p comprendono quelli usuali per la logica predicativa intuizionista e i

seguenti assioms su M:

(2) a) A > MA
b) MMA — MA
—{BAMA) <= (B—>—A)
(AAMB = CvMD) ¢ (AAr—D—> —BvC)



) Vx[AVMB(x)] < ¥x[—B{x) = A]
1) —dy[AAMB(y)] <— YylA — —B(y)).

Questi ultimi assiomi hanno come scopo prin_éipa.le quello di garantii'e la
derivabilita di

{3) = AvMA.

E‘ importante notare che il teorema (3) cosiituisce una versione pid debole. -

di RNM e presenta il vantaggio di esprimere in ambito monotono le idee
che hanno motivato la definizione stessa di RNM. In aggiunta alla sintassi,

Gabbay definisce una semantica formale adeguaia a [ ed enuncia, ma non

dimostra, i séguenti risulfati:

(4) 4 é completo.
(5) Il frammento proposizionale di it ¢ decidibile.

(6) Se si sostituisce la logica classica alla logica
intuizionista sotiogiacente al calcolo p, allora pu

collassa nella logica non modale,

La semantica di f4 si basa sull’intuizione che MA (*A & coerente”) &

vero se e solo se & possibile nel fufuro che si verifichi A. Un ,~modello &

dunque una coppia (S, R) tale che S & un insieme non vuoto, R e una
relazione riflessiva e transitiva. Le condizioni di veritd per le formule
contenenti i conmnettivi proposizionali come connettivi principali, sono quelle
consuete per la logica intuizionista. Inoltre, per quanto riguarda la modalita

M, si ha per ogni st € S,

s F=u MA sse esiste t tale che sRt e t =, A.

Si osservi che la validita del teorema (3) dipende dal significato attribuito
ad M e dalla condizione di veritad per la negazione intuizionista.

Usando i, Gabbay definisce il concetto di conseguenza non monotona

basato su L (A PV, B) come segue:
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DEF. 1 — A I, B sse esistono Cyj=A, C,,..., C,=B ed esistono delle

assunzioni intermedie: X!, ....,le); ....... i XP e X”k(n) tali che
per ogni i, con 0<i<n,

() CAMX A AMX 6= Gy

Tuttavia il concetto A I, B, cosi come lo presenta Gabbay, risulia

essere monotono. Supponiamo infatti che valga

'b‘:(g) AP, B

perché esiste una bf. X tale che

) AAMX =, B.

In virtd della monotonia di E=y si ha, per un qualunque A’
(10) A’'AAAMX =, B

per cui infine

(11) A’AA Py, B

Per imporre la non monotonia su A |, B senza perdere I'intuizione

originaria di Gabbay, occorre aggiungere una condizione che leghi A e X.
Una prima proposta potrebbe essere quella di trasformare (7) in

(12) M(Ci/\XIHIA'"AXk(i-i-I)HI) = G
Ma & facile vedere che Voperatore |=, cosi riformato & ancora monotono.
Innanzi tutto osserviamo che un breve ragionamento semantico dimostra

(18) A -~ B =, MA - MB.
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Ora supponiamo che

(14) M(AAX) = B;

allora, tramite la (13) inferiamo:

{15) AAAAX = AnX = M(A'A AAX) = M(AAX)
per cui

(16) . M(A’AAAX) =, M(ARX)

e infine, usando la (14), si ha:

a7 M(A’AAAX) =4 B.

Un’altra proposta ragionevole poirebbe essere quella di chiedere che X
(oppl'u'fz MX) siano realmente compatibili con A. Si tratterebbe in altri
termm.x, di chiedere che la congiunzione delle assunzioni intermedie in (7)
non sia contraddittoria rispetto a C, Data questa nuova definizione, il

passaggio da (8) a (11) non ¢é piu obbligatorio: dati (8) e (8) e dato che
nulla si sa sulla compatibilita di A’AA con X (oppure MX), in generale (10)

non implica (11). Rimane il problema di scegliere se X o

11] ‘ ppure MX debba
essere ?O'II’lpatlblle con A e di definire rigorosamente il concetto stesso di
compatibilita. Una proposta naturale é

(18) A ¥X
oppure

(19) A ¥, —MX.

Ma, visto che ogni —modello di AAX é anche un fi~modello di AAMX e,

viceversa, che ogni f—modello di AAMX pud essere trasformato (via

modello generato) in uno di AAX, (18) e (19) sono in realia equivalenti per

cui la proposta rimane una sola.
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E‘ opportuno notare che la definizione di A bV, B corretta con (18)

oppure con (19), non esprime un legame diretto ira i modelli di A e Bo
equivalentemente (tenendo presente la (4)), non definisce direttamente il

concetto di dimostrazione non monotona di B a partire da A. Il calcolo O

definito sotto, pur rimanendo il piu vicino possibile alle idee che conducono
a ~,, fornira una definizione piu diretta di deduzione non monotona.

Prima di presentare gli assiomi e le regole di &, occorre dare le

seguenti definizioni:

"DEF. 2 — Un complesso & un’espressione TIB (Z) costituita da un sequente

I'B, detto il sequente del complesso, ¢ da una bf. Z, detta lo squilibrio del

complesso.

DEF. 3 — Data una bf. A, un complesso TB (Z) viene detto A—iniziale se

7 & A ed inolire B & uno degli assiomi in (2), oppure B €T.

DEF. 4 — Un complesso T|B (Z) si dice siabile se sono soddisfatte le

seguenti condizioni:
(i) Z €Ty

(i) ' & p—coerente;

(iii) T—{Z} é della forma {MX,, .., MX,}.
La prima regola di derivazione di O ha la seguente forma:

(20) I’XB (Z) ,
AlC (B)

dove T/B (Z) ¢ un complesso stabile e AlC (B) ¢ B—iniziale. Per descrivere

le altre regole di ¢, supponiamo ora che R;, ..., R, siano le regole di una

delle consuete formalizzazioni, col metodo dei sequenti, della logica
intuizionista predicativa (cfr. ad es. il sistema CP senza TND in [4]). Allora

sono regole di O le regole R;, .., R, relativizzate ad uno squilibrio
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i i inj : i ¢ i i i efinizione 4 implica che
qualunque (Z); in altri termini, se R; ¢ della forma ordine non ¢ ricorsivamente enumerabile, la d P

Pinsieme A,={B: A, B} non ¢ semidecidibile. D’altra parte, I'insieme AS,

= {B: 0 B} lo & in virta di (5).
TiA = {B: A " B} ). | .
AXB f’ La ricerca di una caratterizzazione semantica per il calcolo non

mornotono O é rimasia tuttora infruttuosa. Tuttavia ii sistema O costituisce

rA 2B,
Alc

allora, data una qualunque formula Z, sono regole di o le seguenti regole

un’interessante soluzione ai molti problemi logici posti dalle .}ogiche non
nionotone ed offre un primo esempio di procedura dimostirativa generale
codificante i ragionamenti predicalivi non monotoni.

it
B

sui complessi:

é — 11 concetto di inferenza non monotona basato sul calcolo 7.

“w AIII; ;g) riepetfivamente mia (ZA)‘C (Z?B @) Ancora pit interessante di g, é la logica monotona di Gabbay 7y

basata anch’essa sulla logica intuizionista. II linguaggio di Yy & quello della

logica intuizionista predicativa esteso con un nuovo operators'e mo@ale'a binario
>. Intuitivamente, la formula “A>B” significa “sulla base di A ci si aspetita
B”. Gli assiomi specifici per > sono:

Per ogni bf. A, diamo ora la seguente

DEF. 5 — Una A-derivazione in O & una successione finita di complessi
' B A A>C < A > BAC
I'/B, (Z), .. I/B, (Z,) tale che Pultimo sia stabile e ciascuno sia (22) 2) A>.
A—iniziale oppure ottenuto da precedenti mediante una delle regole (20), A &> A
(21). b) A>3 A>B «> A >B
' >
Chiaramente, la costruzione di & ed il risultante concetto di A>B
A—derivazione consente di riunire le varie dimosirazioni monotone coinvolie A n
nella def. 1 in un’unica successione di passi dimostrativi. I ruolo dello c) A2 L
squilibrio dunque ¢ quello di indicare in quale “segmento” della successione A
ci troviamo, mentre la regola (20) permette di eseguire il sallo da un
(14 3 2
segmento” all’altro. d) A>BA(AAB)>C > A>C
DEF. 6 — {deduzione non monotona basals su H): A v, B se esistono B,
A>Bv- (A >DB)
Z ed una A—derivazione in O che termina con I'B (Z). e) > (

D’altra parte le nostre intuizioni circa il concetto “A>B” indicano che le
seguenti formule non debbono essere teoremi:

DEF. 7 — A ° B se esiste una A—derivazione terminante con I'B (Z),

che di {21) usi soltanto le regole proposizionali.

(23) 1) A>BAB>C—>A>C

Si pué verificare agevolmente, che I, ¢ non monotono. Poiche il

g) A>B—->-B>=A

concetto di soddisfacibilita (o di non teorema) per le formule del primo



h) A>B—> ANA’ > B
i) B —> (A >B)

Per una discussione di (22) e (23), cfr. {3}’:‘
Il concetto di inferenza non monotona basato su vy & definito in [3]

come segue:

DEF.8 — AP, B sse"e$§sté X tale che —, A > X e AAX —, B.

Questo uliimo concetto di inferemza non monotono & particolarmente
interessante perché esso, a differenza del concetto di inferenza definito in ©,

non poggia sull’idealizzazione che la classe dei non teoremi sia sempre
computabile. Infatti uno dei problemi reali posic da O é che il relativo

concetto di dimostrabilita (predicativa) é astratto, nel semso che qualunque
programma vero non avra le capacitd di stabilire i non— teoremi.

Gabbay non fornisce una analisi formale vera e propria di 7. Le

considerazioni semantiche presentate in [3], sebbene chiarificatrici, sono
svolte solamente a livello intuitivo. Cercheremo pertanto di colmare questa
lacuna, presentando la definizione di una classe di modelli adeguata al

calcolo %, il frammento proposizionale di < esteso col terzo escluso. E
rispetio a questi modelli, che chiameremo <y,—modells, sara facile verificare
che tutii gli assiomi di <, sono in essi validi e che tutie le formule in (23)
sono in essi falsificate.

Sia dunque
DEF. 9 — Un 7y,~modello & una terna S=(S, {R,: A€F}, |=), dove

S#¢ ¢ un insieme,

F ¢ Pinsieme delle formule,
= é una relazione fra F ed S,

per ogni bf. A, R, & una relazione su §,

tali che:

(24) sRy, t =t = A
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{(25) s = A = esistono t,u €S tali che tR,u;

(26) Se t = B, per ogni t tale che sR,t, allora per tutli

questi t si ha sR, gt;

(27) — A ¢> B = R,=Ry
(28) sE=—A & s ¥ A;

‘:(29) sf= AvB & sk Avels =B
(30) | s = A>B <> per ogni t (sR,t = t = B).

Anzitutto osserviamo che la condizione (30) del y—modello formalizza

P'intuizione che la verita di A>B in s ¢ indipendente dalla veritd di A in s;
il valore di verita di A>B risulta invece determinato dal significato stesso di
A evidenziato da tutte le situazioni che sono nell'immagine di R,.

Purtroppo  dobbiamo  riconoscere che la (30) mnon chiarisce
completamente la distinzione tra A>B e il condizionale A—>B (neanche in

una versione pid stretta, come necessitazione di un condizionale materiale).
I motivo & che i y,~modelli non sono aderenti alle intuizioni che hanno

motivato la definizione del calcolo <y: la situazione reale che Gabbay ha in

mente ¢ una in cui le nostre conoscenze (enunciati) aumentano col passare
del tempo di modo che l'affermazione “A~B” risulta sersata nel momento s
proprio per ‘quelle formule B i cui valori di verita non sono stati ancora
stabiliti nel momento s. Queste sono le considerazioni che hanno reso molto

naturale la scelta della logica intuizionista quale Jogica base. Viceversa, i

Y,—modelli sono modelli classici (7Y, € su base classica) per cui linsieme S

sottogiacente ad un modello S é semplicemente P'insieme (non ordinato da
una relazione temporale) di tutti i mondi possibili rispetto ai quali i valori
di verita degli enunciati restano sempre determinati.

Tuttavia, in vista di una eventuale soluzione del problema piu

complesso della completezza di 7y, ¢€ istruttivo “leggere” e capire
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intuitivamente le condizioni (24)—(27) e (30). Anzitutio, atiribuiamo a sR,t

il seguente significato: data la situazione s, sotto Iipolesi A si potrebbe
verificare la situazione t. Chiamiamo un fale t un mondo A-—possibile.
Questa intuizione ¢ gid sufficiente per giustificare la (24) giacche ci
aspettiamo che in ogni mondo A—possibile valga A. D’zlira parie se non
esistono mai situazioni A-—possibili, allora A non pud essere una ipotlesi
ragionevole e quindi & sempre falsa (cfr. la (25)). Inoltre, la condizione (26)
suggerisce che se non si pud verificare nessuna situazione sulla base di due
ipotesi congiunte, allora nelle situazioni verificantesi a causa dell’una ipotesi,
Paltra & falsa. La clausola“{27) & chiara: il contributo dato dalle ipotesi non
dipende dalla forma ma dal contenuto logico delle medesime.. E infine si*-
dira che “sulla base di A si aspetta B” & vero in una situazione s se B
vale in tutte le possibili situazioni che si verificano sotto l'ipotesi A {(cfr. la

(80)). In conclusione, sebbeme i <y,~modelli non siano intuitivamente

soddisfacenti, essi svolgono wuna funzione importante: indicano quali
potrebbero essere gli aspetti strutturali essenziali di una eveniuale definizione

semantica adeguata al calcolo 7.

" Ora chiaramente la definizione 9 fa dipendere la struttura del modello
{relazioni) dai valori di veritd delle formule. Cioé potrebbe costituire un
problema nella cosiruzione dei modelli e contromodelli, perché Paggiunta di
una formula contribuisce ad un arricchimento di struttura e viceversa, per
cui il processo di costruzione risulta lungo e complesso (anche i modelli piu
semplici finiscono per avere infinite relazioni). E° ragionevole percié cercare
una semantica in cui la struttura (nel senso di “frame’) sia autonoma dalle
valutazioni, di modo c¢he i valori delle formule restino univocamente
determinati dai valori attribuiti alle wvariabili proposizionali. Proponiamo
quindi la considerazione di una seconda classe di modelli che elimini il
ricorso alle relazioni indiciate da formule, sostituendo a ciascuna formula A

Pinsieme [A] C S di tuite le situwazionmi in S in cui vale A. Si pud allora

definire una relaziope binaria Ry, in corrispondenza a ciascun sottoinsieme
Q di S, chiedendo che quando Q ha la forma [A], la relazione R, abbia
proprietd simili a quelle di cui gode R, nella precedente definizione. Anziché

sRqt possiamo poi scrivere (s, Q, t)ER, passando cosi alla considerazione di

un’unica relazione ternaria R, le cui proprietd vengono precisate nella
seguente

DEF. 10 — Dicesi y,~struttura ogni coppia S=(S, R) tale che S# ¢ ed R

C S X P(S) x S ¢ una relazione soddisfacente alle seguenti condizioni:
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(24%) {s, Q, t)ER = tEQ;
(25%) s EQ => esistono t,u€ S tali che {t, Q, W) €R;
(26°) se per ogni t tale che (s, Q, t) ER si ha t €Q’, allora

per tutti quei t, (s, QNQ’, t) €ER
(st€8, QQ CS).

Data ¥=(S, R), sia |= una relazione fra elementi di S e formule e per

ogni formula A, si ponga [A]={s€S: s = A}. Allora se

(28%) come la (28);
(29°) come la (29);
(30) s = A>B <> t = B, per ognit tale che (s, [A], t)ER,

la relazione = é detta un modello della Yo—struttura g.

E¢ facile vedere che ad ogni modello (= su una y,—struttura J=(S, R)
si pud associare un Y,~modello S’=(S, {R, : A €F}, =) ponendo sR,t se
e solo se (s, [A], t) € R. Tuttavia non ogni Y,~modello é otienibile in
questo modo, come si vede prendendone uno in cui ci siano due formule
non logicamente equivalenti ma che valgano nelle stesse situazioni.

E‘ possibile dimostrare che 7, é completo sia rispetio alla prima che
alla seconda classe di modelli. Per concludere questo lavoro, delineiamo una
strategia dimostrativa per ottenere la completezza di <y, rispetio alle
Y,—strutture finite, la quale presenta Povvio vantaggio di stabilire, al tempo

stesso, la decidibilita del calcolo.
Il primo passo consiste nel definire una struttura canonica ¥°=(S¢, R)

con S¢ linsieme delle “y~—teorie massimali. Si definisce poi R¢ ponendo
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(s,[Al,t) € R® sse VB (A>BE€s = BEt), avendo posto [Al={s € S: A € g). STRUTTURE DI SIMULAZIONE COME AMBIENTE

Si dimostra che R¢ soddisfa le proprieta (24’), (25°) e (26). Chiaramente, ¢

SEMANTICO PER UN CALCOLO CLASSICO
non € una %Yy—struttura perché una terna (s, Q, t) € R solo se Q ha la
F
forma '{Aj e questo impedisce la soddisfazione delle condizioni (25) e {26). ~ Aessandra Carbone'
Tuttavia, usando la tecnica delle filtrazioni, si pud dimostrare che per ogni ‘

A che non sia un teorema di i ' ita = '
a di 7, esiste una struttura finita |[fj=(|S, [R]), Dipartimento di Scienze dell'informazione, Universita di Milano

filtrata su ¢, nella quale A viene faisificata. I dettagli della dimostrazione

saranno, come accennato in precedenza, oggeito di un lavoro successivo.
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