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Sommario.

Si ottengono -alcune osservazioni generali relative all'uso metalinguistico del
PROLOG. 1l lavoro si articola in quattro fasi: (1) Si introduce una logiche Lsip
ché stilizza le principali caratteristiche logiche del PROLOG. (2) Si prova che,
per una classe di logiche contenente Lsrp, la proprieta di definibilita di Beth
implica l'incapacita di esprimere la propria relazione di deduzione e che, per
“le stesse logiche, la chiusura deduutiva rispetto ai simboli primitivi implica la
proprieta di Beth. (3) Applicando le precedenti implicazioni ad LgLp si
individua la natura dei suoi limiti metalinguistici. (4) Si considerano le
principali differenze che distinguono Lgip dalle concrete implementazioni del
PROLOG e si mostra come esse non alterino i precedenti risultati.

1. Premesse ed esempi.

Nel seguito, dato che non esiste ancora alcun serio manuale di riferimento
per la logic programming, saremo costretti a rimandare, per le basilari
nozioni di logica matematica, “ad una piccola biblioteca, costituita
dall’EBBINGHAUS—FLUM—THOMAS[1984] (semantica), dal GALLIER[1986]
(sintassi), dal MONK [1976] (nozioni tecniche) e dalI’EBBINGHAUS[1985]
(nozione astratte riguardanti pid logiche). Indicheremo, inoltre, con *, le
nozioni che non si trovano nella letteratura.

Riferendoci, dunque, al’EBBINGHAUS[1985], cominciamo con }’assumere
che L sia una logica compatta e provvista di unarelazione di deduzione .
Intuitivamente, una logica L € un oggetto matematico composto da un
insieme di strutture, da un insieme -di formule (entrambi indicati su insiemi
di simboli primitivi, detti vocabolari ) ¢ da una relazione di soddisfazione =L
che permette di stabilire quando un dato enunciato descrive una proprietd
di una data struttura. Sempre a livello intuitivo, una logica € compatta
quando le sue formule contengono un numero finito di informazioni, mentre
é provvista di una relazione di deduzione quando la sua relazione di

1 risultati contenuti in questa nota sono stati sviluppati nel corso di una consulenza
presso lo IASI-CNR di Roma.




soddisfazione pud essere assiomatizzata. In questo caso L si chiama (anche)
sistema formale. ,

Tre esempi di logiche compatte e provviste di relazione di deduzione
(fondamentali ai fini del nostro discorso) sono i seguenti.

E

1.1 Logica del prim’ordine. La logica del- prim'ordine L pe¢ 6
fgndamemale nell’ambito delle logiche matematiche. I vocabolari (insiemi di
sxrpbpli_rclazionc, funzione e costante), le strutture (insieme di elementi in
cui 1 simboli dei vocabolari sono opportunamente interpretali) e la sintassi
d.ella l.ogica del prim’ordine (formule ottenute combinando tali simboli con i
simboli logici =, A,V,= , >, 3,V) sono quelli che verranno utilizzati (con
alcune restrizioni) da tutte -le logiche trattate in questa nota. Il teorema di
compattezza € stato originariamente dimostrato per la logica del prim’erdine
e la' sua relazione di soddisfazione € stata la prima ad essere assiomatizzata
tramfte. una relazione di deduzione F—ye. Dato che i testi da noi segnalati sono
quasi interamente- dedicati ad Lge, rimandiamo senz’altro ad essi per ogni
vlteriore informazione a riguardo.

1.% 1:oglga di }.Iorn. La logica di Horn Lo € un frammento della logica del
prim ordx_ne che, conservandone vocabolari, strutture e relazione di
soddisfazione, ne restringe la sintassi alle clausole di Horn, ovvero agli
enunciati della forma

¥X1en VER[PL A .. A Gy — 0]

(in cui @1,...,05,¢ sono formule atomiche). La particolarita di questa
restrizione, che esclude, sostanzialmente, la negazione (ogni formula del
pnm’ordlr}e pud, infatti, essere ottenuta come combinazione booleana di
clausole di Hormn, v., e.g., GALVIN[1970, Theorem 7.6)) fa si che Lyom conservi
gran parte delle buone proprietd delle logica del prim’ordine (si veda in
proposito MCNULTY([1977]). In pariicolare questo comporta che la relazione di
dedgzxone’ b—torn della logica di Horn pud essere realizzata semplicemente
pa_rtxcola.nzzando alle clausole di Horn la relazione di deduziome del
prxm’orfime. D’altra parte questa vantaggi hanno il loro prezzo nella notevole
contrazione delle capacitd espressive di Lyom. Per il teorema. di Mc Kinsey (v
MAKQWSKY[1987, Theorem 3.7]), le Lyom— teorie sono, infatti, in grado di
selezionare esclusivamente classi di strutture chiuse rispetto alle
sottostrutture ed ai prodotti (v. MAKOWSKY[1987] per i particolari), ¢ quindi
non possono assipmatizzare nozioni algebriche come quella di gruppo (la cui
slasse dx‘ esempt non ¢ chiusa rispetto alle sottostrutture), né situazioni
te.mporah” come quelle degli ordini lineari (la cui classe di esempi non §é
chiusa rispetto ai prodotti).

_1.3 SLD— logica*. La SLD— lqgica LsLp, € la logica che si ottiene sostituendo,
in Ln'om, l———}hn} con la relazione di deduzione l—sip generata dalla SLD—
risoluzione (per i cui particolari rimandiamo a GALLIER[1986, Chapter 8]). Dal

punto di logico questa variazione ¢ tutt’altro che secondaria e richiede delle
modifiche tanto della sintassi che della semantica di Luorn. La SLD—
risoluzione, infatti, ha come core il Teorema di Herbrand, il quale stabilisce
che ogni T— enunciato della forma

axlv"-yaxn ‘P(xh---vxn)

(in cui non occorrono né il simbolo di uguaglianza, né altri quantificatori) non
é conseguenza di una T— teoria © se e solo se ci sono degli enunciati Q1,...,0«
(ognuno dei quali é ottenuto sostituendo ogni istanza di x; con un T— termine
chiuso tj (i = 1,...,m; j = 1,....k)), tali che

Nja,x @

¢ insoddisfacibile in @ (riducendo, cosi, enunciati esistenziali ad enunciati
privi di quantificatori, a cui possono essere applicate le tecniche combinatoric
del calcolo proposizionale). Ora, affinché il nostro enunciato abbia senso, €
necessario specificare, in piena generalita, a quale vocabolario si riferiscono i
vari termini chiusi tjj, su cui si basa la precedente riduzione. II vocabolario in
cui é formulata @, anche quando contiene simboli costanti, infatti, non £
sempre sufficiente allo scopo, come si pud verificare considerando la teoria
—R(a) vV ~R(b) e 'enunciato ~3 x R(x) (per cui, se da un lato si ha che

—R(a) v =R() = -3xR(x)
& valido, dall’altro non esiste alcun {R,a,b}—termine t per cui vale

—R(a) v =R(b) = —~R()

v. GALLIER[1976, Example 9.5.2]). Bisogna, quindi, fissare con precisione
I'insieme dei vocabolari in cui il precedente teorema possa essere formulato.
E dato che il nostro problema é quello di associare ad ogni enunciato
esistenziale contenente n variabili libere dei termini chiusi, la scelta pii
naturale é quella di espandere 7 associando ad ogni T— formula 3 x@(x) priva
di wvariabili libere una nuovo simbolo costante C3xe € ad ogni T— formula
3x@(x) con n variabili libere un nuovo simbolo funzione ad n posti fayeé—
,o..s—). Il vocabolario cosl ottenuto si chiama espansione di Skolem di T (in
simboli T 5). Dopodiché, se si considera la TS —ieoria ¥ ottenuta associando ad
ogni T— formula W(xi,...,xs) = Ix p(x), i1 1* —enunciato

Y Y10ee0s VY0 [W(F10ee¥0) = O(F 350 (Y10eees¥n)iY1seo00¥n)]

(con yi,...,¥n variabili che non occorrono iny) e si associa ad ogni T~ teoria @
la sua espansione di Skolem @ 5= @ UZ, (v. GALLIER[1986, Chapter 7] e
MONK [1976, pp. 210—216)), trasformando ogni vocabolario ed ogni teoria di
L orm nella loro espansione di Skolem, si individua un ambiente linguistico in
grado di soddisfare ogni possibile istanza del Teorema di Herbrand (la cui
enunciazione rigorosa si ottiene sostituendo, nella precedente, T con 18 e®




cop@s). Tornando ad Lsip, queste considerazioni comportano che I'insieme
dei vocab.olari e delle teorie di tale logica debba essere limitato a tutti e soli i
vocabolari e le teorie che sono I’espansione di Skolem di un vocabolario o di
una teoria del prim’ordine (fatto che, come vedremo nel Corollario 4.3, avra
notevoli conseguenze sulle capacitd metateoriche di Lg;‘p). o

S

Dal punto di vista logico, ci sono delle sostanziali differenze tra Lpe, da
un.lam, ¢ Lyomn ed Lyorn, dall'altro. Se stabiliamo, infatti, che una logicaw’L é
chtu;a rispetto alla negazione quando, dato un qualsiasi L— enunciato ¢
rela}lvo ad un vocabolario T,.c'¢ un L— enunciato  relativo a T, taie che per
ogni T-—struttura A, ’

ARy & nori"A}::ch.

(e c'iefiniamo la chiusura rispetto agli atri connettivi e quantificatori in
maniera analogd, cfr. EBBINGHAUS[1985, Definition 1.2.1]), abbiamo che
mentre L g, risulta essere chiusa rispetto a =, A, Vv, — , >, 3,¥, Luyom ed
L gorn non _risultano essere chiuse rispetto a —,v,3 (e manifestano
comportamenti notevolmente specializzati rispetto ai restanti connettivi)

Dal punto di vista applicativo notiamo, invece, che né LHom, né I.JSLD
possono essere considerate delle buone descrizioni matematiche delle
concrete implementazioni del PROLOG (nel senso che le differenze che le
d{funguono dalle implementazioni concrete del PROLOG sono di gran lunga
piu sostgnziali di quelle che distinguono, e.g., la descrizione astratta dei
linguaggi white dal PASCAL). Tali logiche devono essere piuttosto intese
come semglificazioni matematiche di alcune caratteristiche di tali
unplem;nlazmni, che servono a studiare agevolmente — sotto condizione di
successiva verifica — alcune loro caratteristiche. In particolare, con Lyom €
possxbllg analizzare il medo in cui le proprieta della logica del prim’ordi;:zn si
conservino attraverso la particolarizzazione alle clausole di Horn (come viene
fatto nel 'glé citato MCNULTY[1977]), mentre Lsip é adatta tanto a valutare la
complessitda della SLD—risoluzione (come viene fatto, e.g., in ITAl—
MAKOWSKY[1987]), quanto ad analizzare gli aspetti metateorici del PROLOG
_(come faremo nei Paragrafi 4—S5, in cui torneremo, anche, sulla differenze che
intercorrono tra Lyom, Lsip € le usuali implementazioni del PROLOG).

2. Il problema del metalivello.

Vediamo, ora, di dare una precisa veste matematica all'uso metalinguistico
del PROLOG. Tornando, dunque, alla nozione generale di logica, ricordiamo
che (l.ma delle forme de) la proprieta di compattezza di ur;a logica L
garant‘lsce che, ogni deduzione @ - ¢ tra una L-— teoriza ® ed un L—
enunciatoc ¢ pud essere ridotta a una deduzione Do by, @ tra una sotioteoria

finita ®o di ® e il medesimo L— enunciato @ (stabilendo, cosi, che ogni L—
teorema richiede un numero finito di ipotesi). La proprietd di compattezza é,
quindi, una condizione necessaria (ma non sufficiente) alla decidibilita di ogni
logica, (ovvero al fatto che, data una qualsiasi L— teoria ricorsiva @, l'insieme
{QiP}— @) risulta essere ricorsivo). Ed infatti é possibile provare che, se L €
tna logica non compatta, allora ¢’é una L— teoria ricorsiva @ (relativa ad un
vocabolario finito) tale che {Q!® Iy @} non € neppure ricorsivamente
enumerabile (v. EBBINGHAUS [1985, Theorem 5.2.5]). D’altra parte, Lww € una
logica compatta che non ¢ decidibile (infatti ¢’¢ almeno una L oo— teoria @,
tale che {QI®P l—pe @) risulta essere ricorsivamente enumecrabile ma non
ricorsiva).

~ Comunque, ai nostri fini, poiché ogni teoria finita D¢ ={0Q1,...,Pn} puod
essere trasformata in un’enunciato @p = Q@1 A ... A Qp, la supposta compattezza
diL ci permette di ridurre la relazione di deduzione l—i ad una relazione tra
L—enunciati. Inoltre, siccome ogni L~ enunciato pud essere codificato con un
numero naturale tramite una funzione #(—) (che, ad esempio, associa ad ogni
L—formula ¢ il suo numero di Gddel #(Q)), possiamo concludere che b é
(equivalente ad) una relazione tra numeri naturali. Di qui discende la
possibilita di esprimere —p nell’ambito di un linguaggio aritmetico. Pid
precisamente, assumendo che 7 sia il vocabolario costituito

— dai simboli s,+,x,0,<;’ del vocabolario T pa dell’Aritmetica di Peano,
—— dal simbolo della funzione di codifica #(—),
— da un simbolo relazione a due posti B{(—,—),

— da un simbolo funzione per ogni funzione ricorsiva primitiva,

si pud descrivere “numericamente” la sintassi delle precedenti logiche (si
veda FRIEDMAN--SHEARD([1987] 'per i particolari) e, dunque, precisare le
potenzialitd logiche delle logiche considerate tramite il seguente:

1.2 Problema del metalivello. Trovare una L—teoria V¥ (relativa al
vocabolario %) tale che, per ogni L—teoria ®, ogni sottoteoria finita ®odi ®
ed ogni L—enunciato @,

DOy ¢ & Vg D(#(Do).#(P))

1.3 Osservazioni.

(1) La prima proprieta implicitamente richiesta ad ogni teoria ¥ in grado di
risolvere il problema del metalivello é la consistenza. La cosa é meno
banale di quanto sembra. Infatti, dal punto di vista sintattico, da una
teoria inconsistente, é possibile ricavare ogni conclusione ¢, dunque, da
un teoria inconsistente ¢ anche possibile ricavare conclusioni corrette. In
altre parole, ogni teoria inconsistente ¥ € grado di risolvere
I’implicazione




Do ¢ = ¥ D(#(Do)#(0))
del precedente problema.

Un’al}ra proprietd implicitamente richiesta ad ognuna di tali W € la
capacué di descrivere le caratteristiche sintattiche della logica in oggetto
ngstonp vari modi di realizzare quesia richiesta (tra i quali quel!c;
aritmetico, da noi scelto per semplicita espositiva). In ogni caso, per i
fr.ammenu della logica del prim’ordine da noi considerati, la comi)lcssité
di tale descrizione non va la di 13 delle funzioni ricorsive primitive (v
nuovamente FRIEDMAN— SHEARD[1987] ). '

La solu_zione del problema del metalivello richiede, come premessa
necessaria, la capacitd di poter esprimere tramite una L—formula’ @ le
affermazioni autoreferenziali come “la formula @ ha la proprieta "
(fianc’l’o Prigipe a quello che, tecnicamente, si chiama “Lemma di puntc;
fisso”, si veda.. e.g., EBBINGHAUS—FLUM-—THOMAS[1984, Lemma X,7.5])
Qgcs?la capacitd, applicata a proprietd W tipo “Q non ha la proprietd \,y’.’ dz;
origine a contraddizioni. Di qui la necessita di limitare il potere
a‘utore.ferenziale di ogni teoria coerente (per cui, in generale
rimandiamo al Capitolo X delI’EBBINGHAUS—FLUM—THOMAS[1984]). '

3. I limiti del metalivello

Confzcmrando. q_uindi, la nostra attenzione sui limiti cui va incontro una
teorie ¥ che incorpora le capacitd autoreferenziali atte a risolvere il
problema del metalivello, ¢i troviamo di fronte (ad alcuni risultati

ftrenamente collegati) al Teorema di Tarski. Vediamo inizialmente tale
eorema.

i.l Definizioni. Sia Iinsieme dei numeri naturali, sia R una relazione a
ue’ posti su , sia T un vocabolario che contiene il vocabolaric 1Tpa
dell’ Aritmetica di Peano e sia @ una L— teoria relativa a 1. Allora:

(1) ¥ € completa se, per ogni L—enunciato @ relativo a 7, si ha
Y140 oppure ¥ by -0

(2) R érappresentabile in ‘¥ se ¢’€ una L formula' i
— X, 1
he, e ®(x,y) relativa a 7T tale

Rnm) = ¥ L ¢[nm],
non R{nm) => ¥ {4 -0[nm].

(3) ¥ ¢ adeguata (al metalivello) se ogni relazione ricorsiva R in é
rappresentabile in Y.

(4) W ¢ il seguente insieme di coppie di numeri naturali: {(< ©o>.{@>)} Qo
= Q1A ... A Pupcon Yo = {©1,..-,Pn} souoinsieme di ¥ tale che Yo 1. ©).

3.2 Teorema di Tarski (versione locale). Sia T un vocabolario
contenente il vocabolario “Tpae sia ¥ una L—teoria consistente relativa a 1

ed adeguata al -metalivello. Se ¥ ‘¢ rappresentabile in ¥, allora ¥ non é
completa. :

'i‘raccia della dimostrazione. Non si fa altro che applicare I’equivalenza

©g 1,0 & ¥ LDF(@0#(O)

ad un’enunciato Qo che, intuitivamente, afferma “Qonon é una conseguenza di
®y”. La contraddizione che ne risulta porta a concludere che alcuni enunciati
non possono essere dedotti da W (facendone cosi saltare la completezza). (Si
veda EBBINGHAUS—FLUM—THOMAS[1984, pp. 173—175] per i particolari). 0O

Le stesse considerazioni, applicate all’intera logica L, anziché ad una L—
teoria W, permettono di mettere in luce altre conseguenze dalla capacit2 di
autodescrivere la propria relazione di deduzione.

3.3 Definizioni. Sia L una logica compatta provvista di una relazione di
deduzione k. Allora

(1) L é adeguata alla propria relazione di deduzione se c’é una L— teoria ¥
(relativa al precedente vocabolario T*) tale che, per ogni L—teoria O, ogni
sottoteoria finita ®¢di ® ed ogni L— enunciato @,

Qo ¢ & VL D(#(Q0).#(9)).

Una L— teoria W relativa ad un vocabolario 1T U{R]} definisce
implicitamente R quando ogni T —struttura A ha al pil una espansione
(A,R) che é un modello di ¥. Viceversa, una L— formula © relativa al
vocabolario T.definisce esplicitamente R (non contenuta in 1) se

¥ x[8(x) & R(x)].

Cosi, una logica L ha la proprieia di Beth se ogni sua relazione

implicitamente definibile lo € anche esplicitamente.




3 Chxan}ercmo., infine, Iogica o{a prog{'ammazione ogni logica compatta,
provvista di una relazione di deduzione +—3, e chiusa rispetto ai
connettivi A, — ,¥ ma non necessariamente chiusa rispetio a —.

3.4 Teorema di Tarski (versione globaie)*. Sia L una logica da
programmazione. Se L ha la proprieta di Beth allora L non é adeguata alla
propria relazione di deduzione.

Dimostrazione., Assumiamo, per assurdo, che L sia adeguata alla propria
relazione di deduzione ¢ abbia la propriet2 di Beth. Dall'adeguatezza di L alla
propria reiazione di deduzione, segue che esiste L—teoria ¥ tale che, per
ogni L—tecria @, ogni sottoteori‘a; finita ®¢di © ed ogni L— enunciatc 9,

(*) Qg @ & T L DE(@0)#(0),

Se quindi, da un lato, ¥ definisce implicitamente il predicato D, dall'aliro,

sfruttandc {*) é anche possibile ottenere una sua estensione ¥+ di ¥ in
grado di definire implicitamente la negazione ND di D (i.e. una teoria per cui
vale

non o ¢ & Pty NB(&(D0),#(0))).

Si pud, ad esempio, considerare la teoria ¥+ ottenuta aggiungendo a W gli
enunciati

Vx,yINB(xy) = D(x,n(y)],
Yxy[D(xy) = NDxn(y)l,
vxylnx) = n@y) - x=yl,
Vx,y[D(x,y) A ND(xy) = 0= s(0)]

(in cui n é un simbolo funzione ad un posto non contenuto in T*) i quali
stabiliscono. rispettivamente, l'alternanza delle relazione D ed ND rispetto alla
“negazione” n, liniettivita di quest'ultima e la mutua incompatibilita D ed N D
gi quali, se valessero contemporancamente, implicando 0 = s(0),
implicherebberc anche !'identitd di tutte le codifiche, che farebbe, a sua
volta, saltare (*)). Assumendo allora che L sia provvista della proprieta di
Beth, si ottiene l'esistenza una T*— definizione esplicita Op di D e di una
XU {n}— definizione esplicita ONp di ND. Considerando, dunque, un enunciato
del tipo Qo = OND(# (Po)), si riesce ad esprimere, senza l'ausilio della
negazione, il fatto che “Qonon € una conseguenza di ®,”, trovando una

contraddizione analoga a quella della versione locale del Teorema di Tarski.
]

3.5 Osservazioni.

(1) Una teoria completa (com’é, e.g., la geometria euclidea) permette di
dominare completamente le informazioni esprimibili nel suo linguaggio.
Tutti gli esempi di una teoria completa hanno (infatti) le stesse propriefa
(esprimibili nel suo linguaggio). Di qui i rapporti tra completezza e
decidibilita: ogni teoria completa ¢é, infatti, decidibile se e solo se €
ricorsivamente assiomatizzabile (v. MONK([1976, Theorem 15.2]).
Viceversa, una teoria incompleta (com’é, e.g., la teoria dei gruppi) pud
catturare solo una parte delle informazioni esprimibili nel suo
linguaggio. Una teoria incompleta possiede, quindi, degli esempi
significativamente differenti (come i gruppi commutativi e quelli non-
_commutativi) ed é definitivamente indecidibile: ogni teoria consistente e
decidibile &, infatti, contenuta in una teoria consistente, decidibile e
completa (v. MONK[1976, Theorem 15.5D).

La distinzione implicito/esplicito é una delle relazioni basilari della
logica matematica (paragonabile, come importanza, alla distinzione
sontinuo/discontinuo dell'analisi). Il caso esaminato nel Teorema 34 ¢
un buon esempio del suo utilizzo. Esso, infatti, mostra come la negazione
(anche quando non € presente a livello esplicito), possa essere
implicitamente rccu}pcrata tramite assunzioni metateoriche
sufficientemente forti,

Intuitivamente, la versione locale del Teorema di Tarski afferma che,
per ogni T— teoria ¥ adeguata al metalivello, le seguenti condizioni non
possono valere contemporaneamente:

— la relazione di deduzione di W é esprimibile in ‘¥,
—— QOgni T—enunciato (o la sua negazione) pud essere dedotto da ¥,

Sempre a livello inwitivo, la versione globale del Teorema diTarski
stabilisce che, per ogni logica L compatta, provvista di uma sintassi
ricorsiva e di una relazione di deduzione l—p, non possono valere
contemporancamente le seguenti condizioni:

— b, é descrivibile per mezzo di una L— teoria,
— In Ltutto cid che & implicito € esplicito,

Le due versioni del Teorema di Tarski mostrano, dunque, due aspetti
differenti dello stesso fatto. Con la versione locale, infatti, € possibile
valutare se una specifica L— teoria ¥ sia in grado di rappresentare la
relazione di deduzione k (sottolineando come questa possibilita ponga
alcune limitazioni al potere deduttivo di ¥). La versione globale mostra,
invece, come le limitazioni del potere deduttivo delle precedenti ¥ non
dipenda dalla loro estrinseca natura, ma sia piuttosto collegata alie
intrinseche proprietd della relazione di deduzione .




(6) Notiamo, infine, che il Teorema 3.4 é iazi i
o, s . . una variazione di analoghi ri i
presenti nella letteratura (si confronti VAANANEN[198S, Theorgrx: 125;11;?;1

in cui la ‘mon chiusura rispetto al negazione ¢ bilanciata dalla presenza di
una relazione di conseguenza compatta.

K

4. Variazioni sul problema del metalivello

Da} punto ('ﬁ vistzg a‘\pplicativo,,.,“tamo la completezza che la proprieta di Beth
sono proprietd difficilmente. verificabili. E' opportuno, percid cercare di

riportare a qualche altra proprietd, piu i i
. ! s mmediatamente le ;
della programmazione logica. gata alla pratica

4.? 'l?e‘fm:zione.» Un_a relazioz}e di deduzione i—, é chiusa rispetto ai simboli
p’rzmztm se, per ogni T— teoria ¥ ed ogni C-—enunciato @ tali che ¥ b, ¢
¢'¢ una L— dimostrazione di ¥ l— @ che contiene solo T U 6 —formule. ’

4.2 Teorema*. Sia L una logi i
2 ema’. S gica da programmazione. Se ] ]
ai simboli primitivi aliora L ha la proprietd di Beth, L € chitsa rispetto

Dimostrazione. Assumiamo che L ncn abbia Beth provi

chxusa_nspeug ai simboli primitivi. Ora, per ogni logli)chelim?ancciec Lt;:‘m:::llé
da noi considerate), la mancanza della proprietd di definibilita im li?:a 1e
mancanza della proprietd di interpolazione di Craig (v., e.g Mmi)k[1976a
Chaptf:_r'22}), ovvero della proprietd che associa ad ogni ;:o.;;pia di L-—-,
enunciati Qo e @y relativi, rispettivamente, ai vocabolari ToeT; e tali che =
L @1, (almeno) un L-enunciato ¥ provvisto delle seguenti proprieta Po

(1) 9oLV eV kL @1 [per cui la relazione di enza di
L 1 co
semplificata tramite passaggi intermedi], Rseguenza &i L pud essere

(2) O é relativo al vocabolario 1 i i
; : ¢MN T1 [per cui la relazione di conse
€ chiusa rispetto ai simboli primitivi]. guenza L

La mancanza della proprieta di interpolazione implica, quindi, che I
r;la;;clwpe fh .c_or‘lseg\,xenza di L o non é semplificabile o non é chiusa ;ispetto aai
;s:]r;z' i pn?mw. D'altra parte, se FL pud essere assiomatizzata tramite una

tone di deduzione l—i,, }=y, risulta necessariamente semplificabile. Nel

4.3 Corollario*®. Nelle ipotesi ]
3 Cor . precedente, se ‘i € chiusa rispetto ai simboli
primitivi allora L non é adeguata alla propria relazione di dedupzione. o

4.4 Esempi. Vediamo valutare lcfficienza dei precedenti risultati sulle
logiche che abbiamo introdotto nel primo paragrafo

(1) Per stabilire la non risolubilitd in L e del problema del metaliveilo, si
pud utilizzare tanto la Versione Locale del Teorema di Tarski
(ricostruendo la sua contraddizione rispeito ad ogni candidata ¥ a tale
soluzione), tanto la sua Versione Locale che il precedente corollario
(legati entrambi alla proprieta di interpolazione di Craig, per cui
rimandiamo a MONK[1976, Chapter 22}).

Per quanto riguarda Lyorn H'uso della Versione Globale del Teorema di
Tarski ¢ del precedente corollario. Lyors soddisfa tanto la proprietd di
Beth (anche se limitatamente ai simboli relazione, v. MCNULTY [1977,
Theorem 10]) e la chiusura rispetto ai simboli primitivi (per
costruzione). Non si pud, invece, applicare direttamente la Versione
Locale del Teorema di Tarski, in quanto la non chiusura rispetto alla
negazione di L gom » impedisce di esprimere direttamente, per mezzo di
un Lyom— enunciato, il fatto che “@onon é una conseguenza di Pg”.

Per quanto riguarda, infine, Lsip si pud usare solo la chiusura rispetto ai
simboli primitivi di sLD, che vale per costruzione (v. Esempio 1.3). Da
essa seguono tanto la proprietd di Beth, che linadeguatezza di LsLp
rispetio alla propria relazione di deduzione. Per la Versione Locale del
Teorema di Tarski, vale, invece, la precedente obiezione.

4.5 Osservazione. La chiusura rispetto ai simboli primitivi é una proprieta
ancora tutta da studiare. Per rapprescntarcela intuitivamente possiamo
assumere che i simboli contenuti nel vocabolario di una data teoria
rappresentino le idee primitive della teoria stessa (€ per la teoria degli
insiemi, s,+,x,0,< per l'aritmetica ¢ cosi via). In questa prospettiva una logica
é sprovvista della chiusura rispetto ai simboli primitivi se contiene almeno
una teoria ¥ ed una sua conseguenza ¢ che mnon pud essere dedotta
utilizzando esclusivamente le idee primitive contenute in ¥. La non—
chiusura rispetto ai simboli primitivi rivela, quindi, la presenza di idee
primitive implicite ed ¢, dunque, strettamente legata alle proprietd di
definibilita di wuna logica (per cui rimandiamo al VII paragrafo
delI’EBBINGHAUS[1985]). Dal punto di vista ricorsivo la cosa é anche pil
delicata: 2 tutt’oggi non si conosce, infatti, alcun esempio esplicito di
algoritmo deduttivo che non sia chiuso rispetto ai simboli primitivi.
(L'espansione di Skolem, vista a proposito di LsLp, serve, e.g., proprio ad
evitare questo fatto).

4.6 Discussione. Applicati al problema del metalivello, i teoremi di Tarski
sanciscono la sua non risolubilitd. Chi, infatti, si accingesse a trovare una
eoria ¥ in grado di risolvere il problema del metalivello per una logica L, si
roverebbe di fronte al seguente albero di possibilita




F=pcon Beth  |=; senza Beth

|- chiusa rispetto |- aperta rispetto
ai simboli primitivi ai simboli primitivi

¥ completa Y incompleta

Y non risolve il problema VY risolve il problema
del metalivello del metalivello

Se. alle prcc;dgnti limitazioni — di natura del tutto generale — si aggi
poi delle richieste di implementazione, il problema diventa ultegrigmngono
spinoso. I?er quanto abbiamo visto nell’Osservazione 3.5.(1), si ha,'inf;:imi?ltce
?ng:;mtelz?a ;i’dm_ ‘gx_'ado di rlisolve‘re' .il problema del metalivello, es;endc;
pleta, efinitivamente indecidibile. Conclusioni analoghe si traggon
1§vora§do glopglglente, andando, ciog, a verificare la chiusura ris etgtg :
sxmb.oh primitivi dei meccanismi deduttivi delle logiche che zl)bb'o o
conadcx:ato.' ngbrerebbe, quindi, di essersi scontrati con un limite assollax?o
S_c, perd, si ripercorrono i ragionamenti che conducono al precedenti risul:1 3 .
si vede come, in essi, tutte le difficoltd nascono dal fatto che, nel bl s
del peta}xyello, si richieda una teoria ¥ in grado’ di B estire
meta.ldmguxstxcamcnte. le conseguenze di tutte le teorie della glcosgzéz
zcs)tnesgsi’r;ta d(L;llla teon.a atta, ‘c1o*c, a descrivgre metalinguisticamente 1'intera
e della relazione }—i ). La non risolubilitd di tale problema non
esclude, dunque, che possano esistere teoric ¥ in grado di gestire

rr}egalxnguxstxcamgntg: le conseguenze di alcune L —teorie. Che non esistano
ciot, delle soluzioni della seguente: ,

;4{.7diVIfzrsione. Debole del Pr.oblema del Metalivello. Trovare una classe
—teorie ed una L—teoria ¥ (relativa al precedente vocabolario 1*) tale

che, per ogniL—teoria ®€K ' 0 fing
. ognl sottoteoria ; .
enunciato @, ) 05 finita ®odi © ed ogni L—

Qo ¢ & ¥ D(#(Po)#(P)).

4.8 Osservazioni.

(1) Per quanto riguarda la logica del prim’ordine, ecsistono notevoli esempi
di teoric in grado di risolvere la versione debole del problema del
metalivello, soluzioni che individuano, cio¢, una metateoria ¥ in grade di
gestire metalingunisticamente }y, relativamente ad una classe di teorie
oggetto K. Esistono anche, in questa direzione, notevoli risuliati di
massimalitd, che stabiliscono come alcupe delle precedenti soluzioni non
possano  essere ulteriormente rafforzate, risultati per cui rimandiame
FRIED}»’lANe——SI—IEARD[1987].

Modulo opporune restrizioni, i risultati analoghi ai precedenti valgono
per. Lom. Le restrizioni sono dovute al fatto che alcune delle metateorie
considerate in FRIEDMAN—SHEARD[1987], contenendo assiomi e regole che,
utilizzando negazioni non implicative, non posscno essere espresse
wramite clausole di Horn.

z

Per quanto riguarda, infine, Lsyp, il problema ¢ ancora aperto. In  questo
caso, infatti, bisogna valutare anche la compatibilita delle regole di
deduzione presente nelle suddette teorie con il meccanismo della SLD—
risoluzione. La natura di alcune di quelle teorie lascia comunque aperta
la possibilita di gestire metalinguisticamente ampi frammenti di LsLp.

5. “PROLOG” astratti e PROLOG concreti

Dal punto di vista applicativo ci si trova, perd, di fronte ad un altro problema.
Abbiamo, infatti, gia notato come anche la “pili concreta” tra le logiche da noi
considerate, LsiLp, presenti rilevanti differenze rispetto alle reali
implementazioni del PROLOG. Per poter applicare i precedenti risultati alle
implementazioni PROLOG presenti sul mercato, é quindi necessario valutare
preliminarmente fino a che punto quesie differenze possono pesare sui
problemi metalinguistici. _

Per portare avanti questa discussione con ragionevole generalita,
dobbiamo, cosi, fare due ipotesi:

51 Ipotesi*.LSLD é una buona stilizzazione astratia delle concrete
implementazioni del PROLOG (nel senso che gli aspeuti logici di tali
implementazioni sono wutti e soli quelli contenuti in LsLp)




§.2 Ipote.ﬁ. Le differenze che distinguono L sip dalle concrete
fmplementazzom del PROLOG{che dora in poi indicheremo, sinteticamente,
con Lprolog) sono le seguenti: »

~ I3 . /
(1) Il fatto che le procedure di Searching € Backiracing fanno cadere
(almeno) la compleiezza di pProiog rispetio -alle Liprolog— teorie. (E’ infatti
possibile individuare una Lgpp — teoria @ ed un Lg . p— enunciaio ¢ per cui

valga @ t—sip ¢, ma non @ —prolog @, vedi, e.g., NERODE—SHORE[1986
Paragraph 3.2]). '

Il.fatto che I'istruzione cut, permettendo di controllare dall’esterno
1"tmp1emenzazione ~dei programmi, interviene sulla loro procedura di
ricerca lungo gli L8D-—alberi e quindi sulle caratteristiche di}—prolog (V.
NERODE~-SHORE[1986, Paragraph 3.3]).

Il fatto che Lprolog non permettc di irattare esplicitamente I'uguaglianza
(v. NERODE—SHORE[1986, Paragraph 3.4}).

Il fauo che le Lprotog— istruzioni assert e retract permettono di eseguire
delle modificazioni automatiche nelle Lprolog— teorie.

Il fatto ghe le operazioni aritmetiche di Lprolog siano gestite da
programmi while, piuttosto che trattate come Lprolog— teorie.

Fortunatamente, il peso delle precedenti differenze sulle questioni

2

metalinguistiche é nullo. Si ba, infatti, il seguente

5’.3_ Tem:ema*. Nell‘ambito delle precedenti ipotesi, si ha che LProlog, S¢ non
é ancJonszstente, va incontro alle stesse limitazioni metalinguistiche rilevate
per L.sip.

Traccia della dimostrazione. Sulla base della /potesi 5.1 sappiamo quali
sono le difficolid logiche relative all’uso metalinguistico di Lprolog. Sulla base
della Ipotesi 5.2, possiamo allora valutare separatamente quali siano le
conseguenze che ciascuna delle “Differenze 1—5" induce su tali limitazioni.
E.sagxmlamo, dunque, i vari casi, assumendo, volia per volta, che Lprotog si
distingua da L p solo per la differenza considerata.

Differenza 1. Dato che Lprolog € (anche) una teoria matematica, la caduta della
sua completezza lascia aperta possibilitd di un suo uso metalinguistico. D'altra
I,Jarte, (per quanto visio nell'Esempio 4.5.(2}) ) si ha che questo argomento non
é conclqsivo. Si pud, infaiti, verificare come LFrolog sia (anche) una logica (nel
senso richiesto dalla Versione Globale del Teorema di Tarski) logica che
inoltre, risulta essere chiusa rispetto ai vocabolari. Il Corollario 4.3 ci port:;

qumdi‘ a concludere che Lprolog non € adeguato alla propria relazione di
deduzione.

Differenza 2. Dato che gii unici effetti logici del cut riguardano la completezza
di Lprolog, le sue conseguenze metalinguistiche possono essere trattate come
nel caso precedente.

Differenza 3. Dato che anche nella logica del prim’ordine la soppressione
dell'uguaglianza é una variazione inessenziale (v. MONK[1976, Chapter 29)), la
sua mancanza in Lprolog non di rilevanti conseguenze metalinguistiche.

Differenza 4. Le istruzioni assertc retract permettono, sostanzialmente, di
modificare le ipotesi di un programma PROLOG, sostituendo, e.g., una
relazione R(—) con una differente relazione Ro(—). Tali istruzioni possono
esserc, quindi, trattate come operazioni parametriche, che operando sulla
prima variabile di una relazione R*(—,—) tale che R*(1,—) = Ri(—), R*(2,~—) =
Ro(—) ‘permettono di identificare, di volta in volta, le relazioni desiderate. Dal
punto di vista metateorico assert e retract risultano, dunque, essere due tra
le tante, gia presenti, operazioni parametriche. La loro specificitd e, quindi, la
loro influenza metalinguistica é, percid, nulla.

Differenza 5. A proposito di questa differenza ricordiamo, preliminarmente,
che Teorema di McKinsey stabilendo che le teorie ¢ costituite da clausole di
Horn se ¢ solo se & in grado caratterizzare solo classi di strutture chiuse
rispetto alle sottostrutture 0 ai prodotti(v. MAKOWSKY {1987, Theorem 3.8]
per i particolari), stabilisce come tali teorie non siano in grado di
caratterizzare situazioni algebriche (come il gruppo additivo degli interi) od
ordini lineare (come Q'ordine degli interi). Da esso, quindi, discende che
lintroduzione (in un ambito Horn) di funzioni aritmetiche calcolate con
programmi while (o simili) pud sortire due effetti: (a) Se tali funzioni sono
introdotte in modo da permette di caratterizzare situazioni algebriche (per
cui, e.g., + é l'operazione di un gruppo additive), od ordini lineari o,
comunque, classi di strutture che non sono chiuse rispetto alle sottostrutture
o ai prodotti, allora I'introduzione di tali funzioni, rendendo
contemporaneamente caratierizzabili e non caratterizzabili le stesse classi di
funzioni  all'interno di Lprolog, rendono il suo meccanismo deduttivo
inconsistente, in grado, cio®, di dedurre qualsiasi formula (vanificando ogni
problema metalinguistico relativo ad Lprolog € conferendo a tale linguaggio di
programmazione un significato puramente euristico). (b) Se viceversa
Iintroduzione di tali funzioni non altera il potere espressivo di Liprotogs €88€
non alterano neppure la capacita di non rappresentare F—prolog -

Conclusione. Cid posto, la tesi deriva (nell'ambito dell'Ipotesi 5.2 ) dal fatto
che, combinando insieme variazioni relativamente inessenziali, si ottengono
variazioni relativamente inessenziali. 0

5.4 Osservazioni.

(1) Dal risultato precedente discende che, mentre ¢ molto probabile che una

data implementazione PROLOG possa gestire metalinguisticamente una




arte dei i i, ¢
p ei sui programmi, ¢é estremamente improbabile che 1i pos

westir R o A
3eng Oen ;ut:. Di qui _11 vaglio critico cui bisogna sottoporre le proposte ¢he
vanzaie in questo senso, sia ¢h esplici .
avanzate in , ¢ trattano esplic
o itamen ~
precedenti limitazioni (e.g., GABBAY—-REYLE[1984$) sia cl':: i:

sottintendano (e.g., PORTO[1984], BOWEN[1985]).

La “Di " i

PROféféerneon:asoég)., OVVETD }1 fa;tc.) che le varie implementazioni d

Gare oriine 3 oo 1m .gr\ado di _dei}"xmre le funzioni aritmetiche, potrebbe

dare oni p rpessxtaf’lnf.am é noto che i valori di ogni funzione
iva possono essere..dedotti da un insieme di clausole di H b

componenti atomiche ‘hanno la forma ' Hom e ¢

fi(X],...,Xn)I;::.' y

gg?ﬁig,.&;,x&ﬁ \;ir;apxh. o costanti). E ’aliqra? Allora il punto debole é1a
ricorsiva su di un dz(;gxril;{iouélaio C?xsna"als,a g}fatli, gy Blwiringe:
o . mini a1, imostrare che essa ¢ to
gragzso. df;,d, rxan erfef:m, si pud dxmosqarq chc.: nessun sistema fomtlﬁ:, s:x
nell’impossibiligpd' entare le fur}%xonlx ricorsive si trova anche
he b aritmedcax[proyare la totalita di ognuna di esse. Definendo una
umzione arimerica Ix:z;x;;teluna L Hom— teoria (come viene fatto, e.g., per
ja somma in GA : [98§, _Exarqp_le 9.4.1}1) é, quindi, possibile
indwiduare © suoi valpn aritmetici, ma non provare che essi sono
i valori assunti da tale funzione . Di qui “lo spazio” che

P 3 4 (o]
ermetie dl lnd' Vldual c pCI aziony ar l[IIIBUChC Chluse I lSpCttO alle ‘

sottostrutture ed ai prodotti.
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